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disorder of the atoms within a column parallel to [010] 
similar to the present model. Such disorder of atoms 
occurring along [010] has been proposed to explain the 
abnormal black contrast observed in the faulted crys- 
tals of H-Nb205 (Fig. 11 of Iijima, 1973). A similar 
argument, therefore, may hold for the explanation of 
the dark contrast of the linear chains of the paired 
point defects and the point-defect complexes cannot 
be described simply in terms of an ideal tetrahedrally 
coordinated metal atom. 
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D6rivation par Induction de Groupes d'Espace et de Groupes Magn~tiques 
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Nucldaires de Grenoble, B.P. 85 - 38041 Grenoble Cedex, France 

(Refu le 25 septembre 1974, acceptd le 22 mai 1975) 

Starting from space groups, the point groups of which are cyclic, all the other space groups are deduced. 
The inductive method used is known to provide the 32 point groups, starting with the cyclic groups. 
It is applied to the derivation of magnetic point and space groups. 

I. Introduction 

Une m6thode classique d'6num6ration des groupes 
d'espace est celle de Zachariasen (1951): elle fournit 
tousles groupes d'espace Ge de classe Get  de r6seau T 
donn6s en exploitant les relations entre 616ments 
g6n6rateurs de G. Elle permet aussi bien d'6num6rer les 
groupes d'espace magn6tiques (Sivardi6re, 1970). Une 
m6thode voisine d'6num6ration (Sivardi6re & Bertaut, 
1970) utilise 6galement la structure d'extension des 
groupes d'espace: Ge est une extension de G x G par le 
groupe T des translations du r6seau. I1 est enfin pos- 
sible d'utiliser une propri6t6 d'additivit6 des groupes 
d'espace (Sivardi6re, 1969). La m6thode d'6num6ration 
propos6e dans cet article n'utilise pas la structure 
d'extension des groupes d'espace: partant d'un groupe 
d'espace He quelconque, nous recherchons directe- 
ment les 616ments (~lr~) qui, avec les 616ments de He, 

engendrent un sur-groupe Ge; ces 616ments doivent 
r6aliser un automorphisme externe de He; He est un 
sous-groupe invariant maximal de Ge. 

Cette m6thode inductive permet de construire les 
32 groupes ponctuels b. partir des groupes cycliques 
propres ou impropres (Lomont, 1959; Sivardi6re & 
Bertaut, 1970). Elle met en 6vidence la structure alg6- 
brique (produit direct ou semi-direct) des groupes 
ponctuels et se g6n6ralise ~t l'6tude des groupes ponc- 
tuels magn6tiques. Ainsi, partons du groupe H = 4 ;  
un axe 2x perpendiculaire b. l'axe 4z r6alise des auto- 
morphismes externes des 616ments du groupe H puis- 
que: 

2x(4z) = 2x4z221 = 4~. 

D'oO le groupe produit semi-direct: 

G = 4 2 2 = 4 a 2 .  
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De mSme si H =  2x2r2~, un axe 3 selon la direction (111) 
permute entre eux les trois axes 2: 3(2x)=2r , . . .  d'o~ 
le groupe G = 23 = 222a3. 

Nous exposons la mdthode d'induction 5. propos de 
groupes d'espace. Puis nous envisageons son applica- 
tion 5. l'dnumdration successivement des groupes mag- 
ndtiques ponctuels et des groupes magndtiques d'espace. 

II. Enumeration des groupes d'espace 

Soit He un groupc d'espace de classe H et de rdseau T, 
formd d'dldmcnts (flit,) et (tiT1) (lcs notations sont 
ccllcs de Sivardi~re, 1970). Nous recherchons une 
opdration (~[~) n'appartenant pas b. He et ddfinissant 
un automorphisme cxternc de He quelle que soit 
l'opdration (fl[r ,+ T0, l'opdration 

(~lr~) (fllra+ 71) (~lv~)-~ =(~1~+ Tin) (1) 

doit appartenir au groupe He. S'il en est ainsi, (~lz~) et 
les dldments de He engendrent un groupe Ge de classe 
G = H a ~  et de m~me rdseau T que He, dans lequel He 
est un sous-groupe invariant. Ge n'est un produit semi- 
direct Hen (c~lz'~) que si z ,=0 .  

La relation (1) impose plusieurs conditions sur 
l'opdration (~lz,). 

1 °) y=ctfl~ -~ doit appartenir ~t H: c~ doit rdaliser un 
automorphisme externe de H, donc appartenir ~t un 
sur-groupe G de H, tel que G = H a s .  Autrement dit, 
l'ordre n~ de ~ et son oncntahon par rapport aux axes 
de G sont fix&. Dans la suite il suffit d'envisager les 
dldments (fllro) tels que fl soit un gdndrateur de H. 

2 °) Si (fllza+ T~) est la translation (tIT0: 

(cdv=) (elZ,) (~lr~)-l=(el~T0, 

~Ta doit Otre une translation T,, du groupe T. Cette 
deuxibme condition fixe - si la premibre condition n'est 
pas suffisante - l'orientation de l'axe ou miroir c~ par 
rapport aux axes du rdseau. 

3 °) (~lr~)"~ doit ~tre une translation @IT,). Cette 
troisibme condition fixe la valeur de la composante z~ 
parall~le ~ l'axe ou miroir a. 

4 °) D'apr~s la relation (1): 

"C ~, d- Tm= "c ~ q- o~ "c # - o~ fl o~ - l z ~ . (3) 

Cette condition ddtermine la valeur de la composante 

de z~ perpendiculaire ~t l'axe ou miroir ~ (cette com- 
posante fixe la position de c~ dans la maille). 

Exemple 1 - Partons du groupe symmorphique He = 
P4. D'apr& la premiere condition, l'axe e peut atre un 
axe binaire perpendiculaire h l'axe 4, donc de la forme 
(21xyz). La deuxi~me condition impose que l'axe 2 soit 
parall~le 5. x ou ~ y ou ~ l'une des directions [I 10] ou 
[1T0]; dans le premier cas, la troisi~me impose alors: 
x = 0  ou ½; enfin la quatri~me (avec z~=0 puisque He 
est symmorphique) impose que la translation ( x - y ,  
x+y ,0 )  soit entibre, d'o~ les deux possibilitds: 

x = y = O  Ge=P422 
x=Y=½ Ge=P4212 

(on peut choisir arbitrairement z = 0 car dans le groupe 
P4, de groupe ponctuel axial non diddrique, la coor- 
donnde z de l'origine de la maille n'est pas fixde). 

On peut dgalement introduire l'dldment (~l~)= 
(my~lxyz). La troisi~me condition impose: y=0,½; z =  
0,½; et la quatribme" x - y = O ,  1; x + y = 0 , 1 .  D'o~ les 
quatre solutions" (x,y,z)=(O,O,O); (0,0,½); (½,½,0); 
.l 1 (~-,~,½) et les groupes correspondants" P4mm, P4cc, 

P 4bm, P 4nc. 
Enfin si on introduit l'dldment (~lr~)=(m~ylxyz), la 

troisi~me condition impose: x,y=O,½ et la quatri~me" 
x + y = 0 ,  1 ; x - y = O , ½ .  D'o~ les deux solutions" x = y =  
O, x = y = ½  et les groupes correspondants P4/m et 
P4/n. 

Exemple 2 - Nous partons maintenant du groupe 
non symmorphique He=P41 • Si (o~lr,,)=(2xlxyz), on 
doit avoir" x = 0 ou ½ (troisi~me condition) et - (yxz) + 
(xyz) + (00-¼) = (003) + T (quatri~me condition), d'ofl 
les groupes: P4122 et P41212. 

Si (~lr,)=(my~lxyz) ou (mxylxyz), la quatri~me con- 
dition ne peut ~tre satisfaite. Au contraire, elle peut 
l'~tre si on part du groupe P42. Le Tableau 1 rassemble 
les groupes Ge que l'on peut ainsi construire aisdment 
5. partir de H e = P 4 ,  P41, P42, P43, 14, 141, P-4 et 1-4, 
ainsi que les groupes qui se ddduisent de ceux de classe 
422 ou 4mm par adjonction d'un centre de symdtrie. 

Exemple 3 - Nous envisageons tous les groupes He, 
de classes 222, 2ram, mmm et nous cherchons ~ partir 

Tableau 1. Groupes d'espace de classes 422, 4mm, -42 m, 4/m et 4/mmm 
construits d partir des groupes de classes 4 et "4 

He ~ = 2x o~ = myz o~ = mxy 
P4 P422; P4212 P4mm; P4bm; P4/m; 

P4cc; P4nc P4/n 
P41 P4122; P41212 
P42 P4222; P42212 P4zcm; P4znm; P42/m; 

P42mc; P42bc P42/n 
P43 P4322; P43212 
I4 1422 I4mm; 14cm 14/m 
141 14122 14~md; 141cd I41/a 
P~ P~2m; P~2c; P~m2; P~c2; P4/m; 

P421m; P~21c P~b2; P2~n2 P4/n 
I7~ 17~2m; 1"42d 1~m2; 17~c2 I4/m 

Ge centrosym6triques 
P4/mmm; P4/mbm; P4/mcc; P4/mnc 
P4/nmm; P4/nbm; P4/ncc; P4/nnc 

P42/mcm; P42/mmc; P42/mbc; P42/mnm 
P42/ncm; P42/nmc; P42/nbc; P4z/nnm 

14/mmm; 14/mcm 
I41/amd; 14Jacd 
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d'eux des groupes de classes 23 ou m3, obtenus en leur 
adjoignant un axe 3 suivant la direction [111]. Cet axe 
nouveau devant rdaliser un automorphisme interne de 
He, il est ndcessaire que le rdseau soit de type P, F ou I 
et que les axes 2 ou les miroirs m jouent des r61es 
symdtriques, ce qui dlimine en particulier les groupes de 
classe 2ram. On a par exemple les correspondances: 

P2i2x21 -+ P2i3 
Ibca -+ Ia3 
Fddd -+ Fd3 . 

Le Tableau 2 montre comment tousles  groupes cubi- 
ques s'obtiennent 5. partir des groupes de classe 222 par 
adjonction successive d'dldments (c~lr,) et (~'lv,,); les 
groupes de classe m3m s'obtiennent par exemple 5. 
partir des groupes de classe 23 en introduisant un axe 
2 suivant (1T0). 

Exemple 4 -  On peut dgalement construire les groupes 
de classe 422 (ou 42m) 5. partir des groupes de classe 222 
dans lesquels les axes (2~1T2~) et (2ylT2y) sont dquiva- 
lents, puisque: 422=2x2y2za2~10. Ainsi si He= P2~2t2~, 
(c~lT~) est un axe 2 parallble 5. la direction (I I0) [ou un 
miroir contenant les directions (110) et (001).] L'opdra- 
tion (2~olxyz) (2=1000) (2~tolxyz) -~ devant ~tre un axe 
2z non hdlicoidal on obtient: x = 0 ,  z=0,½ d'o/~ les 
deux seuls groupes: P42~2 et P422~2. Le Tableau 3 
rassemble les rdsultats obtenus, ainsi que les relations 
groupes-sous-groupes obtenues en utilisant la relation: 
622 = 32.42. 

D'une mani~re gdn6rale, la relation (1) montre qu'on 
ne peut pas ajouter un centre de symdtrie 5. un groupe 
de r6seau P contenant des axes 3~, 32, 4x, 43, 6~, 6~, 6 40U 
6~. Ainsi P4~, P6~, P6222, P4~32 ne sont pas sous- 
groupes d'un groupe centrosym6trique. De m~me on 
ne peut ajouter un miroir parallble 5. un axe (fllTa) que 
si (fllro) est un axe 2, 2~, 4, 42, 6 ou 63 (rdseau P). Ainsi 
/'4~ n'est sous-groupe d'aucun groupe de classe 4mm. 
Aucune limitation de ce type n'apparait si on veut 
ajouter un axe 2 perpendiculairement 5. l'axe (fllro). 

La mdthode que nous venons d'exposer permet 
d'dnum6rer simplement les groupes d'espace 5. partir 
des groupes de classes cycliques; elle fournit de plus 
des relations groupe-sous-groupe invariant maximal 
du type 'Zellengleich' (Hermann, 1929). Si He est sym- 
morphique de classe propre, Ge est symmorphique ou 
hdmisymmorphique. Les relations entre groupes G~ et 
He sont utilisdes dans la mdthode de Zak (1960) pour 

Tableau 3. Groupes d'espace de classes 422 et 42 m 
construits ?t partir des groupes de classe 222 [le miroir 
ma contient les directions ( l l0)  et (001)] et groupes 
d'espace de classes 622 et -62m construits ~t partir des 
groupes de classe 32 [le miroir md contient la direction 

(001) et il est perpendiculaire ?t un axe 2] 

He 7=2 ~=md 
P222 P422; P4222 PT~2m; P42c 
P21212 P4212 ; P42212 PT~21rn ; P'421c 
P222t P4122 
P212121 P41212 
P321 P622; P6322 P~2m; P~2c 
P312 P622; P6322 P~m2; P~c2 
P3112; P3~21 P6122; P6422 
P3212, P3221 P6222; P6522 

construire les reprdsentations irrdductibles de Ge con-  
naissant celles de H~. 

IH. Enumeration des groupes magndtiques ponctuels 

Les groupes magndtiques ponctuels sont en gdndral 
dnumdr6s en recherchant les sous-groupes invariants 
d'indice 2 des 32 groupes ponctuels. Nous prdsentons 
ici une mdthode de construction directe par induction 
5. partirde_s groupes cycliques triviaux et mixtes" n =  
2,3,4,6,4,6 et n '=2 , ' 4 ' , 6 ' , 4 ' , 6 ' .  

Soit H u n  groupe magn&ique ponctuel d'dldments fl, 
un opdrateur (axe de rotation) rdalisant un auto- 

morphisme interne de H suivant la relation" 

~(/~) = ~ /~ -1  

(~ et 1~ sont des opdrateurs ou des antiopdrateurs). 
Nous obtenons le groupe G=  HAO~, produit semi-direct 
dans lequel H est un sous-groupe invariant. Le Tableau 
4 rdsume robtention des groupes diddriques non 
centrosymdtriques 5. partir des groupes n, g, n' et ~' et 
d'un axe 2 perpendiculaire ~. la direction n ou d'un 
miroir la contenant. A partir du groupe 222, on obtient 
de m~me le groupe 222A3 = 23; et 5. partir du groupe 23, 
les groupes" 23A2=432, 23A2'=4'32', . . . .  Aucun 
groupe cubique n'est obtenu 5. partir de 22'2', les trois 
axes 2 devant ~tre dquivalents (Tableau 4). 

IV. Enumeration des groupes magn~tiques d'espace 

Les groupes magndtiques d'espace peuvent ~tre 
dnumdrds par la m6thode de Zachariasen (Sivardi~re, 

Tableau 2. Groupes d'espace t~tra6driques et octaOdriques construits gt partir des groupes de classe 
222 en introduisant successivement les 6lOments ~ et o~'. 

He ~=31u ~' = 21-/0 ~'= m110 ~ '= ]  Groupes 0,, 
P222 P23 P432 pT~3m Pm3 Pm3m; Pm3n 

P4232 PT~3n Pn3 Pn3m; Pn3n 
P212121 P2t3 P4132 Pa3 

P4332 
F222 F23 F432 FT~3m Fm3 Fm3m; Fm3c 

F4~32 FT~3n Fd3 Fd3m; Fd3c 
I222 123 1432 17~3m Im3 hn3m 
I212121 I213 I4132 17~3d Ia3 la3d 
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Tableau 4. Construction par induction des classes magn~tiques diddriques et cubiques 

2a2 = 222 
2a2' = 22'2' 
3a2 = 32 
3.42' = 32' 
4a2=422 
4a2' =42"2" 
6A2 = 622 
6A2' = 62'2' 

222a3Ht = 23 
23a2ff0 = 432 
23A2~i-0 =4'32' 
432 × ]'= m3m 
432 × i" = m'3m" 

2Am = 2mm 
2Am" = 2re'm" 
3am=3m 
3am' = 3m" 
4Am=4mm 
4am" = am'm" 
6am = 6mm 
6,4m" = 6re'm" 

2'am = 2"ram" 

;ga 2 = ~2m 4~2 = 4'22' ~ 2  = ~'2m' 
;ga2' = 212"m' 4~tm = 4"mm" 7(a2" = ~'2"m 
~;a2 = i~2m 6~2 = 6'22' ~;~42 = ~'2m' 
~;a2' = i~2'm' 6~m = 6"mm" -6"a2' =-O'2"m 

23aml10=~3m 
23Am;t0 = ~'3m' 
4'32' × T = m3m" 
4'32' × -i" = m'3m 

23 x ] = m3 
23 x T' = m'3 

1970), ou par la mdthode d 'Opechowski  & Guccione 
(1965), ou encore par la mdthode dquivalente des re- 
prdsentations (Sivardi6re, 1969, 1973). La mdthode 
d ' induct ion permet alors d 'dnumdrer s implement  
ces groupes h partir  des groupes magndtiques, de 
rdseau trivial ou non, dont la classe magndtique est 
cyclique. 

Considdrons par exemple les groupes H de rdseau P, 
P2c, Pe ou P~ et de classe 4 ou 4', et l 'opdration (~lr , )= 
(2xiXyz) qui est ici un opdrateur ou un antiopdrateur. 
D'aprbs la discussion du § II, nous devons avoir: x =  
y = 0  ou x = y = ½  (supposons en effet connu un groupe 
magndtique de classe 422, 42'2' ou 4'22' et de rdseau 
P, P2c, Pe ou Pt, et rempla~ons les antiop6rateurs par 
les opdrateurs correspondants" nous obtenons l 'un des 
groupes du Tableau 1 de rdseau P et de classe 422). 
Les premiere, deuxi~me et quatribme conditions sur 
(c~lr~) sont les m~mes, qu'i l  s'agisse d 'un  opdrateur ou 
d 'un  antiopdrateur. Par contre, la troisi6me condit ion 
dlimine la solution: x = y = ½  pour les rdseaux PP et Pt 
puisque (2~lxyz) z est ndcessairement une translation. 
Nous  obtenons donc immddiatement  les rdsultats du 
Tableau 5, off seuls les groupes He contenant  un axe 4, 
4~ ou 42 sont envisagds, et off seuls sont retenus les 
groupes non dquivalents. 

Considdrons dgalement les groupes magndtiques de 
classe 23=222a3.  Les trois axes binaires devant ~tre 
dquivalents, ce sont des opdrateurs non hdlicoidaux ou 
des opdrateurs hdlicoidaux; le rdseau est ndcessairement 
de type P, PF, F, I ou 1p. D'ofi  les seuls groupes He 
retenir, outre ceux du Tableau 2: PF 222, 1e 222, Ie 
2~2~2~. Les groupes G~ qui s 'en ddduisent par  adjonc- 
tion d 'un  axe ternaire parall61e ~ la direction [111] sont 
respectivement: Pp 23, le 23 et Ie 2~3. 

Tableau 5. Groupes magnOtiques d'espace de classes 
422, 42'2'  et 4'22' construits ?t partir des groupes de 

classes 4 et 4' 

He ~=2x ou 2'; "r~=0 ~=2~ ou 2x; z~=½00 
P4 P422; P42'2" P4212; P42~2' 
P2c4 P2c422 P2c4212 
Pp4 Pp422 
PI4 P 422 
P4' P4'22'; P4'2'2 P4'212'; P4'2'12 
P2¢4' P2c4'22' P2e4'2~2 
Pc4' Pp4"22" 

P41 P4122; P412'2' P41212; P412~2' 
Pc41 Pi,4122 
P4~ P4'122'; P412'2 P412~2'; P412~2 
Pe41 Pp4~22' 

P4z P4222; P422'2' P42212; P422~2' 
P2e4z P2e4222 ; P2c422"2' P2c42212 
Pc42 Pe4222 
P~42 PI4222 
P4; P4~22'; P4'22'2 P4~2~2'; P4~212 
P2e4~ P2~4~22' P2c4~2~2 
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